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Opgaveformulering

- Giv en introduktion til differentialligninger, herunder 2. ordens differentialligninger. Ggr
rede for Eulers metode og numerisk integration.

- Gor desuden rede for det skra kast med og uden luftmodstand.

- Der gnskes analyser af film udfgrt af det skra kast med forskellige objekter. Frembring ud
fra modellen, grafer for bevaegelserne vha. numeriske lgsninger. Sammenlign
beveegelserne med modellens forudsigelser.

- Vurder og diskuter din models validitet.

Resumé

Dette studieretningsprojekt beskaeftiger sig med det skra kast med luftmodstand. Opgaven
introducerer kort til differentialligninger, og gar derefter mere i dybden med differentialligninger
af 2. orden, hvor beviset for fuldstaendige Igsninger til lineaere andenordens differentialligninger
gennemgas. Derudover vil opgaven redeggre for numeriske lgsningsmetoder som Eulers metode
og Runge Kutta numerisk integration. Herefter blev der redegjort for det skra kast uden og med
luftmodstand, hvor der blandt andet blev gjort brug af vektorfunktioner til at forklare teorien for
det skra kast. Derefter er der lavet videoanalyse pa to forsgg, hvor der er blevet kastet to bolde af
forskellige masse. Vi har dertil skulle bruge vores nye viden om den numeriske Igsningsmetode
Eulers metode til at beregne os frem til en tilneermet Igsningskurve for boldenes bevagelse
gennem luften, hvor luftmodstanden regnes med. Til sidst sammenligner opgaven grafen for de
forskellige bevaegelser, og afslutter med at sammenligne en graf i xy-planen for modellens
forudsigelse af boldenes bevaegelse med boldenes aktuelle bevaegelse, som vi har fundet frem til

gennem videoanalysen. Det viste sig at vaere en ret praecis metode, da vi tog de rette forbehold.
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Indledning

Denne opgave beskaftiger sig med det skra kast med luftmodstand. Opgaven giver en
introduktion til differentialligninger og arbejder analytisk i matematik ved at bevise fuldsteendige
I@sninger til linezere andenordens differentialligninger. Derudover bliver der redegjort for Eulers
metode, samt Runge Kutta numerisk integration. Her er vejes ogsa fordelene ved de forskellige
metoder. Derudover redeggr opgaven for det skra kast med og uden luftmodstand, samt opstiller
en teoribaseret model for det skra kast med og uden luftmodstand. | fysik bliver der arbejdet
eksperimentelt, da der bliver filmet videoer af skra kast for en tennisbold og en gul plastikbold,
samt foretaget videoanalyse af bevaegelsen for de skra kast. Fysikken og matematikken arbejder
sammen om at teste, om man deduktivt kan bruge teorien om numeriske Igsningsmetoder og
bruge den pa et konkret eksempel i virkeligheden. | denne opgave bliver Eulers metode brugt til at
kunne forudsige hastigheden samt positionen i hhv. x- og y-retningen ved brug af nogle
randbetingelser. Derefter vil modellens forudsigelser blive sat op mod observationerne af
kastenes bevaegelse. Til sidst bliver der diskuteret om, hvorvidt Eulers metode er den bedste
metode at bruge til at forudsige boldenes bevaegelse i et skrat kast med luftmodstand. Her er der

derfor blevet arbejdet empirisk med modelvurdering.
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Introduktion til differentialligninger, herunder 2. ordens
differentialligninger, samt redeggrelse af Eulers metode og numerisk

integration.

En differentialligning er en ligning, hvor at den ubekendte ikke er et tal, men derimod en funktion.
Samtidig skal der ogsa indga en eller flere af funktionens afledede funktioner. Man bruger
differentialligninger til at beskrive f&anomener som blandt andet populationsvakst i biologi, hvor
man ikke har mulighed for direkte at afggre, hvilken funktion f(x), der bedst beskriver
faeenomenet, ud fra observationer. Nogle gange kan man kun sige noget om, f.eks. hvilken

sammenhang, der er mellem f(x) og f'(x)*. En differentialligning kunne se sadan her ud:

f'(x) =110 f(x)eller f"(x) + 2f'(x) + 4f (x) = x2.

Til at give et bedre overblik over, hvordan differentialligninger fungerer, bruger vi et eksempel:

Vi tager udgangspunkt i en mikrobiolog, som studerer bakteriepopulation. Det kan for
mikrobiologen veere problematisk at afggre, hvilken model f(t) der bedst beskriver stgrrelsen, nar
man kun har populationens stgrrelse til forskellige tidspunkter t. Derimod kan mikrobiologen

forspge at udlede en sammenhang mellem populationens stgrrelse f(t) til tiden t og

populationsvaeksten f'(t) til samme tidspunkt t2.

Funktionen f(t) og dens afledede f'(t) er altsa til hvilket som helst tidspunkt proportionale med
samme proportionalitetskonstant k:

fr@®) =k-f()
Nu er der opstillet en differentialligning, som indirekte beskriver bakteriepopulationens stgrrelse
f(t). Hvis mikrobiologen antager at populationens stgrrelse er 11.500 til t = 0 og formoder, at
proportionalitetskonstanten k = 0,02, har vi, at:

£(0) = 11.500 og f'(t) = 0,02 - f(t)

! Carstensen m.fl. (2019), 5.148
2 Carstensen m.fl. (2019), 5.148
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Ligningen f'(t) = k - f(t) kaldes for begyndelsesbetingelsen og de to ligninger ovenfor kaldes for
et begyndelsesvaerdiproblem. Som udgangspunkt, kan vi sige, hvilken funktion, som lgser
problemet, men vi kan se at:
f'(0) =0,02- f(0) =0,02 *11.500 = 230

Det vil sige, at bakteriepopulationen vokser med 230 individer pr. tidsenhed (f.eks. pr. time) til
tiden t = 0. Vi kan med en tilneermelse forsgge at forudsige populationens stgrrelse til tidspunktet
t=1:

f(1) = 11.500 + 230 = 11.730
Vi kan kun sige noget om populationens stgrrelse med en tilnaermelse, da vaksthastigheden ikke
er konstant, men derimod afhanger af populationens stgrrelse f(t) ud fra differentialligningen
f'(t) = 0,02 - f(t)3. Dader er tale om populationsvaekst, vil et godt gaet veere, at f er en
eksponentialfunktion, og et godt bud pa denne funktion kan veaere:

o) = ce002t
Da
f'(t) =0,02-ce%?t =0,02- f(t)
Og vi kan se, at funktionen ”“passer” ind i ligningen, og derfor er en Igsning. Vi kan bestemme
konstanten c ved hjzlp af begyndelsesbetingelsen:
f(0) =11.500 < ce®%20=11500 < ¢ = 115004

Til sidst far vi dermed Igsningen:

£(t) = 11.500¢%02¢

Der findes forskellige typer af differentialligninger af f@rste orden, men vi skal beskaeftige os med

differentialligninger af anden orden i denne opgave.

3 Carstensen m.fl. (2019), s. 149
4 Carstensen m.fl. (2019), s. 150
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Differentialligninger af anden orden
Nu har vi introduceret konceptet om differentialligninger, og sagar ogsa vist Igsningen pa en

differentialligning. Den differentialligning vi beskaeftigede os med i det forrige afsnit, var det man
kalder en differentialligning af farste orden. Det er fordi, vi kun differentierede f(t) én gang. Nu
skal vi se pa differentialligninger af anden orden. Her indgar den anden afledte i funktionen. En
differentialligning af anden orden kunne se sadan ud:

y' =g
Det er denne type differentialligning vi vil beskaeftige os med i afsnittet om det skrd kast uden
luftmodstand. | det tilfeelde vil det dog veere i vektorform og svare til f”(t) = d(t). Den
fuldsteendige Igsning til y" = g(x) er:

y=06Gx)+kx+k, °

Her kan jeg hurtigt gennem en raekke integrationer vise, hvordan man fra y'' = g(x) nar frem til
den fuldstaendige lgsning. Fgrst skrives ligningen op:

y'=gx)
Derefter integreres der pa begge sider af lighedstegnet:

y'= f g(x)dx
Hvilket efterlader os med stamfunktionen til g(x), som vi kan kalde G(x), samt en
integrationskonstant k:

y' =G(x)+ky
Derefter integrerer vi pa begge sider af lighedstegnet igen:

y = (GCO) + ky)dx
Eftersom vi ikke har flere informationer om G (x) kan vi ikke ggre mere ved den end at efterlade
den som [ G (x)dx, men vi kan integrere k; og tilfgje integrationskonstanten k., :
y=[Gx)dx + kix +k,

For at ggre det lettere at se pa, saetter vi [ G(x)dx = G, (x), sa G, (x) symboliserer
stamfunktionen til G (x)®¢, og dermed er vi naet frem til den fuldstaendige lgsning:

y == Gl(x) + klx + k2

5 Jensen m.fl (1991), s. 99
6 Jensen m.fl. (1991), s. 99
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Herefter vil jeg introducere teorien for lineaere andenordens differentialligninger. Vi skal nu kigge
pa en differentialligning af typen:
y"+ay'+ by =0,
hvor a og b er kendte tal. Dette kaldes for en lineaer andenordens differentialligning med
konstante koefficienter’. For vi kan begynde at bestemme Igsningerne til denne type af
differentialligning, skal vi se pa det man kalder for differentialligningens karakterligning. Den ser
sadan ud for differentialligningen y" + ay’ + by = 0:
x?+ax+b=0.
Karakterligningen foroven er den andengradsligning, som har samme koefficienter som dem, der
fremkommer i vores differentialligning, hvilket er 1, a og b. Her er det vigtigt at leegge meerke til, at
i andengradsligningen er tallet a vores fgrstegradskoefficient, og b er vores konstantled®. Nu skal
vi se pa, hvordan man finder den fuldsteendige Igsning til differentialligningen. Her skal man se p3,
om karakterligningen har to reelle r@dder, eller en dobbeltrod. Herfra bruges Seetning 7:
”For differentialligningen y"" + ay’ + by = 0,
med tilhgrende karakterligning x? + ax + b = 0, geelder:
1. Hvis karakterligningen har to forskellige reelle redder r og s, sa er
f(x) =ce™ +de’*, cogdvilkarlige konstanter
samtlige lgsninger til differentialligningen.
2. Hvis karakterligningen har en dobbeltrod r, sa er

f(x) = cxe™ + de™, cog d vilkarlige konstanter

samtlige Igsninger til differentialligningen.”®
Sadan finder man den fuldstaendige Igsning for lineaere andenordens differentialligninger. Her er vi
efterladt med to konstanter c og d. Hvis vi skal have en partikulaer Igsning, kraever det, at vi har to

begyndelsesbetingelser.

7 Carstensen m.fl. (2019), s. 194
8 Carstensen m.fl. (2019), s. 194
9 Carstensen m.fl. (2019), s. 194
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Bevis for seetning 7
Vi skal nu gennemga beviset for den fgrnaevnte szaetning.

Vi gar fgrst og fremmest ud fra, at karakterligningen har enten to Igsninger eller en dobbeltrod. Vi
bestemmer fgrst en sammenhang mellem koefficienten a og redderne/dobbeltroden. Uanset om
vores karakterligning har to rgdder eller en dobbeltrod, sa gaelder faktoroplgsningen:
x*+ax+b=(x—1r)x—s)°
Vi har to tilfeelde: | det ene er r og s de forskellige redder, og i det andet er det den samme rod, sa
derfor r = s. Vi ganger paranterserne ud:
xX’+ax+b=x>—rx—sx+rs o x*+ax+b=x*—(r+s)x+rs
Nar vi har to polynomier, kan de kun vaere lig hinanden, hvis koefficienterne er ens. Vi far dermed:
a=—(r+s) © a=-r—s & a+r=-s & a+2r=r—s(brugessenere)
Vi har derudover en differentiabel funktion f pa formen f(x) = g(x)e™, hvor r er den ene af de
to forskellige rgdder eller dobbeltroden. Vi differentierer fgrst f (x) en gang. Vi bruger
regnereglen i setning 3! og far:
ff)=g'(x)-e™ +r-e™ g)

Vi gentager og finder den anden afledede:

f'x)=g9"(x)-e™+r-gx)-e™+r-g'(x)-e™+7r2-g(x)- -e™
Vi kan nu szette e™ uden for parantes, og vi far:

f'e) =(g') +rgx)e™ og f"(x)=(g9"(x)+2rg'(x) +r?g(x))e™

Udtrykkene indsaettes i f"'(x) + af'(x) + bf (x):

(g”(x) + 2rg'(x) + rzg(x))e”‘ + a(g’(x) + rg(x))e”‘ + bg(x)e™

= (g”(x) + 2rg'(x) + rzg(x))e”‘ + (ag'(x) + arg(x))e™ + bg(x)e™
Da alle led er ganget med e’*, saetter vi uden for parantes:
= (g”(x) + 2r +7r%2g(x) +a + ar g(x) +bg(x))e”‘
= (g”(x) + (a + 2r) + (2 +ar+ b)g(x))e”‘
Viudnytterata + 2r =r —s,ogatrerenrodix?+ ax + b = 0:
=(g"() + (=g () +0- g(x))e™
= (g + (r—s)g'W)e™ 1

10 Carstensen m.fl. (2019), s. 196
11 Carstensen m.fl. (2018), s. 85
12 Carstensen m.fl. (2019), 5.196
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Vi skal nu fgrst se pa en situation hvor karakterligningen har to forskellige rgdder r # s. Der
argumenteres pa denne made:
f(x)erlgsning tily" +ay’'+by=0 < f"(x)+af'(x)+bf(x)=0
o (9"@ + - )g'(0))e™ =0
Der divideres med e™ pa begge sider:
©g"'()+Tr—-s5)g’'(x)=0
©g"(x)=—(—-s)g'(x)
©g"'(x)=(-1r)g'x)
< (g@) =(6-ng'w®
o g'(x) erlgsning tily' = (s — 1)y
Vi bruger nu saetning 1%3. Da (g’(x))’ =(s—1r)g'(x) & y' =kyfarvi,at

g'(x) = qeS™% hvor q er en konstant. Vi kan bestemme g(x) ved at integrere g'(x):

. e(s—r)x +c= e(s—r)x +c

S—r S—r

gx) = fqe(s‘”"dx = qfe(s‘”" =q-
Her har vi brugt en tabel over stamfunktioner!4, samt Saetning 4’s regneregel nr. 3°. Vi far nu:
¢ + des™™%, hvor c og d er konstanter. Om funktionen f geelder det derfor:
f(X) — g(x)erx(c 1+ de(s+r)x)erx —ce™ 4+d.eS*¥TX . o™X = coT™ L (. SX—TX+1X
=ce™ + de®*
Hvis karakterligningen har en dobbeltrod, sa er r = s, hvilket vil sige at r — s = 0. Vi har derfor:
f(x) erlgsning tily" +ay'+by=0 & g"(x)+0-g'(x) =0
og"(0) =0
Integrerer vi g''(x) far vi:
g@=[0 o gw=c
Og dermed
gx)=[c o g)=cx+d, hvorcogd erkonstanter, far vi her:

f(x) =g)e™ = (cx + d)e™ = cxe™ + de™

Vi har nu feerdiggjort beviset for Seetning 7.

13 Carstensen m.fl. (2019), s. 157
14 Carstensen m.fl. (2019), s. 14
15 Carstensen m.fl. (2019, s. 15
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Eulers metode
Det er langt fra alle differentialligninger af 1. orden man kan finde en eksakt Igsning til. | disse
tilfeelde er det ngdvendigt at ggre brug af numeriske Igsningsmetoder. En af disse er Eulers
metode. Vi starter med en differentialligning af 1. orden pa formen?®:

y' =1y
Hvis graf gdr igennem et givet punkt (x,, y,) i Xy-planen. Det gaelder for differentialligningen for
oven, at der findes netop én lgsning y = f(x) med randbetingelsen f(x,) = y,. Vi vil forsgge at

finde en tilnaermet Igsning til dette problem.

Vi starter ud i det punkt, som randbetingelsen angiver: f(x,) = y,. Vi skal sa forsgge at finde
tilneermede veerdier for y;, ¥,, V3, osv, for funktionsveerdierne f(x;), f(x,), f (x3), osv. Vores x-
vaerdier foregar i skridt pa h fra x,. Det vil sige:
X1 =%+ h X, = xo + 2h X3 = xo + 3h, og sadan fortsaetter det.
Det er her oplagt for os at bruge tangenten i punktet x,, til at finde en approksimation til f(x,). Vi
bruger fglgende ligning:
Yi=Yo+h-y

Som ogsa kan skrives som:

Y1 =Yo+ h- f(x0,¥0)
Vi har her udnyttet, at y = f(x) er Igsning til vores differentialligning’. For at komme videre til
den naeste y-veerdi, kan vi ikke laengere gg@re brug af tangenten i (x,, y,). Da det geelder for
differentialligningen, at der findes en Igsning, hvis Igsningskurven gar gennem (x4, y;) kan vi
dermed benytte kurvens tangent i punktet (x;,y;) og dermed regne os frem til y,. Her bruger vi
ovenstaende ligning, men erstatter y; med y,, yo med y; og f (xq, o) med f (x4, y;1), og vi far
folgende ligning®®:

Y2 =y1+h-f(x,¥1)
Vi antager, at vores nye Igsningskurve ligger taet pa den oprindelige graf for f, og at y, derfor

ligger teet pa f(x,). Man fortsaetter denne metode, og kan opstille den generelle formel:

Yne1 = Y1+ h (X Yn)

16 Matematiksider.dk, s. 1
17 Matematiksider.dk, s. 2
18 Matematiksider.dk, s. 2

10
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Numerisk integration (Runge Kutta metoden)
Hvor Eulers metode fungerer bedst for linezere funktioner, findes der andre numeriske metoder,

som kan bruges for at skabe en mere praecis tilneermet Igsningskurve. En af de metoder er Runge
Kutta numerisk integration. Vi sa i afsnittet om Eulers metode, at vi kunne beregne y,,,; ved:

Yn+1 = Yn + h f(Xn, )
F@rst og fremmest omformuleres Eulers metode, sa vi kan sammenligne den med Runge Kutta
metoden, som har en sarlig formalisme. Hertil skal vi beregne en raekke k;-veerdier, som er udtryk
for eendringer i y20. Vi starter ud med: Yne1 = Yn +h (X0, Yn)
Herfra fjerner vi y, fra begge sider, for at have sendringen i y pa venstre side. Altsa Ay, som vi
betegner ky: ki =h-f(xnyn)
Herfra far vi denne definition af y,, 10 Yns1 = Yu + k4
| denne sammenhang betragtes Eulers metode som en "fgrsteordens RK-metode”?!, og vi kan nu
udtrykke vores overvejelser om en forbedret gradient pa to forskellige mader — begge med to
k-vaerdier, k, og k,. Dette kalder vi for Runge Kutta 2. ordens metode?2:

ey = h £ (n V)
ko =h-f(xn+hy, +kq)

1
Vn+1 =Yn T+ E(kl + kz)

Dette er en bedre made at regne os frem til et resultat for y(x + h), men der findes endnu bedre

metoder. En af disse er 4. ordens RK-formel:
kl =h- f(xn'yn)

1 1
ky = R fGon + 50y + 5 k1)

1 1
ks = h'f(xn‘i‘zh;Yn‘*‘Ekz)
ky=h-f(x,+hy,+ks)

1
Yn+1 = Yn T+ g(k1 + 2k, + 2k3 + ky)

19 Matematiksider.dk, s.2
20 Britz (2010), s. 30
21 Britz (2010), s. 30
22 Britz (2010), s. 30

11
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Man har her mere at beregne, men det betaler sig, da man kan tage langt st@rre skridt hen ad

kurven?3.

Gor rede for det skra kast med og uden luftmodstand

Det skra kast uden luftmodstand
Fe@r vi kan begynde at snakke om det skra kast med luftmodstand, ser vi fgrst pa, hvordan man
udregner en banekurve for et skrat kast uden luftmodstand. Her far vi brug for vektorfunktioner.

Her er en kort definition af vektorfunktioner:
”Ved en vektorfunktion fforstés en funktion, der til hver vaerdi af t i et interval [a; b] lader svare

netop én stedvektor f(t) i planen. Stedvektorens koordinater betegnes f(t) = (;Eg),
hvor x(t) og y(t) er funktioner af t. De kaldes koordinatfunktionerne, og tallet t kaldes
parameteren.”?*

Vektorfunktioner kan altsa hjaelpe os med at dele det skra kast op i en vandret og en lodret

retning. Altsa en x- og en y-retning.

Til at starte med, skal vi se pa Newtons 1. lov, som siger, at den samlede kraft F, der pavirker et
legeme, er lig med legemets masse m ganget med legemets acceleration a:
F=m-a?

Da vi i dette eksempel ikke har luftmodstand med som en faktor, vil vores genstand kun veaere
pavirket af tyngdekraften. Derfor vil vores genstands acceleration a veere lig med
tyngdeaccelerationen g:

a=g=982m/s?
Da tyngdekraften konstant er rettet nedad, vil bevaegelsens acceleration ogsa veere det, og nar vi

angiver denne acceleration som en vektor afhaengig af tiden t, far vi:

at) = <—Og) 26

23 Britz (2010), s. 31

24 Carstensen m.fl. (2019), s. 209, Definition 1
25 Carstensen m.fl. (2019), s. 243

26 Carstensen m.fl. (2019), s. 244

12



TARNBY

GYMNASIUM Studieretningsprojekt
& HF

Dette er illustreret her:

y

X 27

Vi far accelerationsvektoren d(t) ved at differentiere stedvektoren f(t) to gange:
f%w=<ﬁ“»=aa)
y ()
Pa den made kan vi altsa finde frem til stedvektoren f(t) ved at integrere vores
accelerationsvektor d(t) to gange.

Vi finder fgrst hastighedsvektoren ¥(t), ved at integrere accelerationsvektoren én gang:

() = <—g -ktl+ kz)

Integrerer vi s vores hastighedsvektor ¥(t), far vi stedvektoren f(t):
S ky-t+k;
o= (—%~g-t2 +k2-1:+k4>28
Vi kan nu bestemme konstanterne kq, k,, k5 og k, ud fra begyndelsesbetingelserne for vores kast.
Vi gar ud fra, at vores genstand slippes i punktet (0, y):
for=())
Yo
Seetter vi dette ind i vores udtryk for f(t) farvi,atk; = 0og k, = y,.%°
Derudover gar vi ud fra, at vi slipper genstanden i en vinkel pa a grader med vandret og med en

begyndelseshastighed v,.

27 Carstensen m.fl. (2019), s. 244, Figur 38
28 Carstensen m.fl. (2019), s.244
29 Carstensen m.fl. (2019), s. 245
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Dette er vist herunder:

y

V, Sin a

Yo

V,COs a

X

30

Vi kan altsa se, at hastighedsvektoren ©(0) til tidspunktet t = 0 har leengden v, og @ som
retningsvinkel. Pa figuren kan vi se, at x(t) er givet ved:

x(t) = v, - cos (a)3!
Det regner vi os frem til ved brug af formlen for cos (v) for en retvinklet trekant:

hosliggende katete

cos(v) = hypotenuse

Herfra kan vi indseette vores kendte vaerdier:

hosliggende katete

cos(a) = -
0

Og derefter isolere den hosliggende katete:
hosliggende katete = v, - cos(a)
og sadan har vi fundet frem til x(t) = v, - cos (a)
Vi har brugt formlen for sin (v) i en retvinklet trekant, og brugt samme fremgangsmetode:

modstaende katete

sin(v) = hypotenuse

) modstaende katete . _
sin(a) = - o modstaende katete = v, - sin(a)
0

Pa den made fandt vi frem til at y(t) = v, - sin(a). Med disse koordinatfunktioner kan vi angive
vores hastighedvektor ¥(0) til tidspunktet t = 0 som:

Vg - cos(a)) -

v, - sin(a)

v(0) = <

30 carstensen m.fl. (2019), s. 245, Figur 39
31 Ccarstensen m.fl. (2019), s. 245
32 carstensen m.fl. (2019), s. 245
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Seetter vi disse ind i udtrykket for ¥(t) som vist her:
k k v, - cos(a
0= (g 50)- ()= (0
-g-0+k, k, v, - sin(a)
Kan vise, at k; = v, - cos(a) og at k, = v, - sin(a) 33. Vi kan nu indszette vores vaerdier for

kq, k,, ks og k, i vores stedvektor f(t):

S ki-t+k; vy - cos(a) - t

fo=\ 1 =\ 1 . .

—5 g t?tkyt+k, —5g-t + v, - sin(a) - t + y,
Hvis vi eliminerer parameteren t i ligningerne:
1
X =vy-cos(a) -t og y:—z-g-t2+v0-sin(a)-t+yo
Skal vi fgrst udtrykke t ved x:
X
x=v0~cos(a)-t « t:m?’s

Og derefter indsaette t i udtrykket for y:

=39 (erra@) %0 @ (o) *
y=-3'9 v, - cos(@) Vo * SN v, - cos(a) Yo

1
=—g-—-x2+v0-sin(a)~

+
2 vi-cos?(a) Yo

_— x
v, - cos(@)

g , . Vo -sin(a)
2 v - cos?(a) v, - cos(a)
g

— 2
=— -x? +tan(a) - x +
2-v¢ - cos?(a) (@) Yo

X+ Yy

Hermed kan vi se, at y er et andengradspolynomium i x. Vi kalder banekurven for en

kasteparabel®.

33 Carstensen m.fl. (2019), s. 245
34 Ccarstensen m.fl. (2019), s. 245
35 Ccarstensen m.fl. (2019), s. 245
36 Carstensen m.fl. (2019), s. 246
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Det skra kast med luftmodstand
Vi er nu naet til det skra kast med luftmodstand. Nu vil jeg fortzelle om, hvordan luftmodstanden

generelt pavirker legemer, og bagefter bygger vi det ind i beskrivelsen af det skra kast. Nar et
legeme falder lige ned, er det pavirker af to kraefter. Den ene kraft er tyngdekraften F; som gar
nedad, og den anden er luftmodstanden Fj, ¢, som gar opad. Luftmodstanden er proportional
med farten i anden og er givet ved:

Fype = kv?
Hvor proportionalitetskonstanten k afhanger af formen af objektet (drag-koefficienten c;),

tvaersnitsarealet A og luftens massefylde p. k er givet ved:

1
k:z.cd.A.p

For en bold ligger dragkoefficienten (ogsa kaldet formfaktoren) p& 0,47%’. Newtons 2. lov siger om
den resulterende kraft pa vores legeme:
Fres :m'a:Ft_Fluft38

Accelerationen a er altid givet ved:

Av
“= e
Og vi far dermed:
Av
mey=meg - kv?

Vi kan ga videre med disse beregninger og isolere Av, for at kunne vise, hvordan man med Eulers
metode kan beregne farten som funktion af tid ved et frit fald, men vi skal blot bruge disse
principper om luftmodstand til det skra kast. Her bruger vi vektorer i to dimensioner.

Som beskrevet fgr, er luftmodstanden en kraft, som virker i modsat retning af beveegelsen
(modsat hastighedsvektoren) og er proportional med farten i anden. Det kan udtrykkes ved denne

vektor:

{

Fluft = klﬁlz ‘T2

U

37 en.wikipedia.org, Drag coefficient examples
38 Baktoft (2017), s. 82
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Her har jeg lavet en enhedsvektor i hastighedsvektorens retning ved at dividere
hastighedsvektoren med leengden. Derefter er der blevet ganget med farten i anden og

proportionalitetskonstanten k. Newtons 2. lov siger nu:

{

m-da=m-g—kl|v|* —

7]
Herfra skiftes accelerationen ud med hastighed differentieret, da
_dv
Cdt

<

Q

Vi far dermed:
dv B
™A T

|t§¢

m-g—klv|?-

U

. - - o >0 . B o
Vi forkorter ved at lade en af |¥| fra |#|? g& ud med |¥| i naevneren afﬁ og far:

m- g — k|B|p 40

Hvis vi skriver det om til vektorkoordinater far vi:

dv,
dt 0 Uy
= — k 2 + 2
m\ dvy m<—g) NETH <vy>
dt

Deler videt op i x og y far vi:

me—- ==k [V+vi-ove og m-—==-mg—k [vi+vi-vy

Dette er hvad man kalder for to koblede differentialligninger, som kan Igses med Eulers metode i
Excel. Til dette skal man bruge begyndelseshastighedens koordinater, som er givet ved:

Vyxo = Vg - cos(@) 0g vyo = vy - sin(a)
Hvor a er kastevinklen. Nar den er fundet, kan man udregne positionen ved brug af disse formler

forxogy:

Sy =Vy At +5Sxg 0g Sy, =V, At+s,, M

39 Baktoft (2017), s. 86
40 Baktoft (2017), s. 86
41 Baktoft (2017), s. 86
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Videoanalyse af film af det skra kast med forskellige objekter. Opstilling af
tilnaermet Igsningskurve ved brug af numeriske lgsninger samt
sammenligning af lgsningskurve og observationer.

| denne del af opgaven har jeg udfert to forsgg. | det f@grste forsgg filmede jeg mig selv kaste en
tennisbold op i luften, og i det andet forsgg kastede jeg en gul plastikbold af samme stgrrelse.
Eftersom forsgget er et skrat kast med luftmodstand, var jeg ngdt til at veje begge bolde, finde
deres formfaktor, samt beregne deres tvaersnitsareal. Dette skal vi alt sammen bruge til vores

udregninger senere.

m Cq T A
(formfaktor)
Gul bold 0,016 kg 0,47 3,5cm m - (0,035)2
=0,035m =0,0038
Tennisbold 0,062 kg 0,47 3,5cm 7+ (0,035)2
=0,035m =0,0038

Efter at have filmet de to kast, lavede jeg en videoanalyse, hvor jeg markerede boldens position pa
forskellige tidspunkter i kastet. Ud fra punkterne fik jeg 4 forskellige veerdier: x, y, vy, vy,

Videoanalysen for kastene sa saledes ud:

Eftersom jeg ikke kendte v, eller kastevinklen a, brugte jeg min videoanalyse til at finde v, og
Dy, Samt x, 0g Y, for boldene. Derfra handlede det om at dele kastet op i en x- og en y-retning og

gore brug af Eulers metode.
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Vi skal f@rst se pa, hvilke kraefter, der pavirker x-retningen. Her vil det udelukkende vaere

luftmodstanden, der pavirker legemet, og vi far dermed:

Da det pavirker legemet i den modsatte retning af hastigheden. Ifglge Newtons 2. lov far vi:

Ogdaa="7"

m .

4

v

a

E‘es:_Fluft

— 1 A 2
==5Cap v
_cgprA-v?
B 2-m

Vi kan her tage fat i Eulers metode og udregne hastigheden ved brug af:

Uny1 = Up

_Cap AV,
2-m

Jeg brugte her vores informationer fra tabellen pa forrige side, samt en begyndelseshastighed for

x-retningen v, = 1,083 ? for tennisbolden og v,, = 1,003 % for den gule bold. At blev sat til

0,01 for at give sa sma spring i tiden som muligt, hvilket gav mig en masse beregninger at udfgre.

Jeg brugte Excel og indsatte formlen for hhv. v’ og v,,,; med de korrekte veerdier og trak ned.

For de to kast gav det os fglgende grafer for hastigheden i x-retningen:

TENNISBOLD

Hastighed som funktion af tid i x-retningen

meter pr. sekund

0 02 04 a6 08
sekund

g15

GUL BOLD

Hastighed som funktion af tid i x-retningen

s

Ud fra vores observationer, fik vi fglgende grafer for hastigheden i x-retningen:

Tennisbold

w

N
|

X Ve\gcity (m/s)

T T T T T T
25 3.0

(At:0.004 Ay:0.11) Time (s)

42 pedersen m.fl. (2019), “Eulers metode”

X Velocity (m/s)

Gulbold

WYY VYW YWYV Ty Vg

T T T T T T T
15 1.7 1.9 21
Time (s)
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Til at beregne x-vaerdierne for bevaegelsen brugte jeg formlen herunder, samt x, = 0 for bade

den gule bold og tennisbolden.
Xny1 = Vp - At + x,, (se af snit om skra kast med luftmodstand)

Jeg fik fglgende grafer for positionen af bolden i x-retningen:

TENNISBOLD GUL BOLD

Position som funktion af tid i x-retningen Position som funktion af tid i x-retningen

w

meter pr. sekund
K s » K
ol kN oW oa

o

0 0,2 04 06 038 1 12 0 01 0,2 03 04 05 0,6 0,7 08 0,9
sekund sekund

Hvor graferne positionen i x-retningen for mine observationer sa sadan ud:

Gul bold

Tennisbold

.
.....
ese®
eoce
eee®
.....
oo
eoo®
eoe®
.....
eoe
oo
oo
ee®

For bevaegelsen i y-retningen, skal den deles op i to dele. Nar legemet bevaeger sig opad, vil det
veere pavirket af luftmodstanden i den negative retning, samt af tyngdekraften, og vi far dermed:
Fres = _Fluft —F;

Her har vi ifglge Newtons 2. lov:

m.a:—z.cd.p.A.vz_m.g
Daa = E, far vi:
At
Av 1 A2
m At_ ) Cq P v m-g

Vi kan herefter isolere Av og vi far:
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—%.Cd.p.A.vz
Av = —g|-At®
m

Herefter beregnede jeg v,,,, ved brug af:
VUpy1 = Uy + AV
Nar sa legemet nar sit toppunkt, og hastigheden bliver negativ (legemet er pa vej ned), vil
luftmodstanden i stedet vaere positiv, da det pavirker legemet i den modsatte retning af
bevaegelsen. Da legemet bevaeger sig nedad, vil luftmodstanden pavirke legemet opad. Vi far:
Fres = Fluft —F;
Herfra ser formlen ikke meget mere anderledes ud, og Av vil i stedet beregnes ved:

%~cd-p~A-v2
Av = - —g | At #

Hvor v, stadig beregnes pa samme made. Kastene havde en v, pa hhv. v, = 3,989 for
tennisbolden og v,, = 3,087 for den gule bold. Grafen for hastigheden i y-retningen sa dermed

saledes ud:

TENNISBOLD GUL BOLD

Hastighed som funktion af tid i y-retningen Hastighed som funktion af tid i y-retningen

L S A P O

6
4
2
0
2
4
£
8

Hvor mine observationer af hastigheden i y-retningen sa sadan ud:

Tennisbold } Gul bold

M\ ; ""“mwm

25 3.0 13 15 17 19 21 23
Time (s) . 1:ime (s)

Y Velocity (m/s)
o

Y Velocity (m/s)
o

(At:0.001 Ay:1.1)

43 pedersen m.fl. (2019), “Eksempel 531: Fald med luftmodstand”
44 pedersen m.fl. (2019), “Eksempel 531: Fald med luftmodstand”
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Til sidst skulle jeg sa beregne positionen af bolden i y-retningen, som funktion af tiden. Til at ggre
dette brugte jeg formlen:

Up t Vnta

Yn41 = Yo H o AL 4

Hertil fik jeg disse grafer for positionen i y-retningen:

TENNISBOLD GUL BOLD
Position som funktion af tid i y-retningen Position som funktion af tid i y-retningen
3 2
1,8
2,5 16
2 14
1,2
15 1
0,8
1 0,6
05 0,4
0,2 L]
0 0
0 0,2 04 0,6 08 1 1,2 1,4 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Hvortil observationerne sa saledes ud:

Tennisbold Gul bold

45 pedersen, m.fl. (2019), “Eksempel 531: Fald med luftmodstand”
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Vurdering og diskussion af modellens validitet
Her har jeg gemt det bedste til sidst. Vi har i sidste afsnit sammenlignet graferne jeg har fremstillet

vha. Eulers metode med ”“graferne” for mine observationer for hhv. hastighederne til tiden t, i x-
og y-retningen, samt positionen til tiden t, i x- og y-retningen. Her synes jeg generelt, at modellen
har vaeret god til at forudsige bevaegelsen for det skra kast. Tilbage er der at sammenligne
sammenhangen mellem x og y for mine tilneermede Igsningskurver samt for mine observationer

for at skabe et fuldendt billede af min models evne til at forudsige kastets beveaegelse.

TENNISBOLD GUL BOLD

Tilnaermet Igsningskurve Tilnermet Igsningskurve

X Observationer
Observationer

. ese®000 00,
18 o 0....
.

. ®e
SORTEL Lot dbd TR . *
. .
.

Hertil vil jeg selv mene, at min model forudsiger bevaegelsen af det skra kast ret praecist. Dog har
jeg benyttet mig af Eulers metode, hvilket ikke er den bedste numeriske Igsningsmetode at bruge,
som vi ogsa diskuterede tidligere i opgaven. For at minimere usikkerheden ved Eulers metode
mest muligt, valgte jeg en At pa 0,01 sa mine tilvaekster var sa sma som muligt. Det ville potentielt
have vaeret mere hensigtsmaessigt at bruge Runge Kutta’s 4. ordens numerisk integration, da den

er mere pracis, og vi samtidig ville kunne bruge stgrre tilvaekster for t.
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Konklusion
Opgavens formal var fgrst og fremmest at give en introduktion til differentialligninger og

differentialligninger af 2. orden. Derudover skulle der g@res rede for Eulers metode, samt
numerisk integration. Opgaven har givet en kort introduktion til konceptet om
differentialligninger, og er derefter gaet videre til at forklare om to typer af 2. ordens
differentialligninger. Derudover har opgaven formaet at bevise to fuldstaendige Igsninger for
lineere andenordens differentialligninger. Opgaven har gjort rede for Eulers metode, samt Runge
Kutta numerisk integration og kort diskuteret fordele ved en metode over en anden. Derudover
har det vaeret formalet at der skulle ggres rede for det skra kast med og uden luftmodstand. Der
er blevet gjort rede for det skra kast bade uden og med luftmodstand ved hjalp af blandt andet
vektorfunktioner. Derudover er der i opgaven blevet filmet to videoklip, som demonstrerer et
skrat kast med hhv. en tennisbold og en gul plastikbold. Der er foretaget videoanalyse, og opgaven
har benyttet nogle randbetingelser til at kunne bruge Eulers metode til at forudsige bevaegelsen af
kastet. Der er undervejs blevet sat grafer op for modellens forudsigelse af bevaegelsen, samt
grafer for bevaegelsen selv. Til sidst skulle der lavet en overordnet vurdering om hvorvidt modellen
praecist kunne forudsige boldenes bevaegelse i det skra kast med luftmodstand. Vurderingen lgd
pa, at modellen kunne forudsige bevaegelsen ret praecist. En mere praecis tilnaermet lgsningskurve
kunne veere forekommet, hvis der var blevet brugt Runge Kutta’s 4.ordens metode, men der er

blevet kompenseret for brug af Eulers metode vha. meget sma tilvaekster At.
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